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Chapitre 1 
Algèbre de chemins 

 

 

0. Introduction  

Le problème du plus court chemin, consistant, étant donné un ensemble de 
sommets reliés par des arêtes pondérées par leur « coût de franchissement », à 
trouver un chemin le moins coûteux possible entredeux d’entre eux, est 
fondamental en théorie des graphes. 
 
Plusieurs algorithmes classiques permettent d’y répondre efficacement, mais ils se 
contentent en général de traiter le cas où le « coût de franchissement » des arêtes 
est un réel ou un réel positif. Or, dans de nombreuses situations concrètes, on 
voudrait déterminer un plus court chemin alors que ces « coûts » dépendent du 
temps ou bien des déplacements précédents (par exemple, dans un réseau de 
transports en commun où les déplacements sont conditionnés par des horaires).  
 
Le but de cet chapitre est de montrer qu’on peut généraliser les algorithmes 
classiques de plus court chemin en exprimant ce problème comme un système 
linéaire par changement d’algèbre sous-jacente : on introduit pour cela une 
structures algébriques dite Algèbre de chemins, obtenues par substitution des 
opérations usuelles (la somme et le produit) par des lois aux propriétés plus 
faibles (en particulier min et max, pour lesquelles les réels ne disposent pas de 
symétriques), mais permettant de définir les opérateurs linéaires. 
 

1. Semi-anneau idempotent (ou dioïde idempotent) 
 

Définition 1 : Un ensemble K muni de deux opérations binaires associatives ⊕ et ⊗ 

et de deux éléments distingues ε(0) et e(1) est un semi-anneau si 

 

1.  (K, ⊕, 0)  est un monoïde commutatif, c'est à dire   a ⊕ b = b ⊕ a   

      pour    a, b ∈ K    et    a ⊕ 0 = 0 ⊕ a = a  pour tout a dans K ; 

 

2.  (K, ⊗, 1) est un monoïde et  a ⊗ 1 = 1 ⊗ a = a  pour tout a dans  K ; 
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3. l'opération  ⊗ est distributive par rapport à ⊕ , est à dire :  

              a ⊗ (b ⊕ c) = (a ⊗ b) ⊕ (a ⊗ c)   

  et  (a ⊕ b) ⊗ c = (a ⊗ c) ⊕ (a ⊗ b) ; 
 

4. l'élément  0 est un absorbant pour l'opération  :  0 ⊗ a = a ⊗ 0 = 0. 

 

    On note (K, ⊕, ⊗, 0, 1) un semi-anneau.  
 

Exemple 1 :  Les structures   (N, +, *, 0, 1),  
             (N, min, +, ∞, 0),  

             (N, max, +, -∞, 0) 
  

sont des exemples triviaux de semi-anneau par contre (ensemble des mots sur un 
alphabet, union, concaténation, Ø, le mot vide) est un autre exemple moins trivial.  
 

Le tableau de annexe B donne d’autres exemples classiques d’algèbre de 
chemin. 
 
Définition 2 (Algèbres d’endomorphismes).  

On suppose que (K, ⊕, ⊗, ε, e) est un semi-anneau. On définit alors F comme 

ensemble des applications  f : K → K qui vérifient les propriétés suivantes : 

(i)  f(a ⊕ b) = f(a) ⊕ f(b)   ∀a, b ∈K, f ∈ F. 

(ii)  f(ε) = ε                ∀ f ∈ F. 

On munit F de la loi ⊕, définie par :∀f,g ∈ F, ∀x ∈K, 

(f ⊕ g)(x) = f(x) ⊕ g(x) dont le neutre est l’application  fε: x → ε .  

Dans la suite fε sera notée 0. 
 

Enfin, on utilise la composition ◦ (de fonction) comme seconde loi(produit)  
 

h ⊗ g = h ◦ g 
 

qui  est associatif mais non commutatif, dont l’élément neutre est l’application 
identité(unité) noté I.  

 

Théorème :  (F, ⊕, ⊗, 0, I ) est un semi-anneau. 
 

La démonstration s’appuie sur le fait que l’élément neutre fε  de ⊕ est un élément 

absorbant pour l'opération ⊗, car  (g ⊗ fε)(a) = fε(g(a))= ε =>  g ⊗ fε=fε  
 
La classe précédente de Semi-anneau  est une classe très importante permettant 
l’étude de très nombreux problèmes, en particulier  des problèmes de 
cheminements complexes comme le plus court chemin avec longueur des arcs 
dépendant du temps cité plus haut, ou le problème de cheminement sous 
contraintes sur les arcs, ou le plus courts chemins dans les graphes 
probabiliste(au lieu d’associé aux arcs des valeurs certaines, on associe une 
variable aléatoire. 
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Dans la suite, on se place dans un Semi-anneau (K,⊕,⊗,ε(0),e(1)). On 

donne une définition «valuation » d’un graphe : 
 
Définition 3 (graphe). Un graphe G =(S, δ) est la donnée d’un ensemble fini de 

sommets S = {1,...,n} et d’une application de valuation  δ : S × S → K, 

telle que δ(i,j) représente la valuation de l’arc reliant i à j ou 0 si un tel arc 

n’existe pas.   Pour simplifier, on prendra souvent  δ(i,i) = 0, ce qui 

intuitivement signifie que rester sur le sommet i ne « coûte » rien.  
 
Cette définition met en évidence l’association canonique entre un graphe et sa 
matrice d’adjacence généralisée : 
 
Définition 4 (matrice d’adjacence). On appelle matrice d’adjacence la matrice   

A =(ai,j) ; (i,j)∈[1..n]2 définie par  ai,j = δ(i, j) ;  
 

Réciproquement, soit  A ∈ Mn(K) une matrice carré n×n à coefficients dans un 

semi-anneau K, on note G(A) le graphe orienté valué associé à A. 
 

ai,j est donc un libellé associé à l’arc ij correspondant à la distance entre i et 

j ;  ai,j =0 s’il n’existe pas d’arc reliant  i à j. 

 
Exemple 2 : K= (0, 1, et, ou) est  ici l’algèbre est l’ algèbre de Boole.  
 

 
  

Exemple 3 : On considère le graphe ci-dessous : 

 
La matrice d’ adjacence A associée à ce graphe est : 
 

h a b 0 

f 0 c d 

0 g 0 0 

0 0 e 0 
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On définie l’addition et la multiplication des matrices à partir des lois ⊕,⊗.  
 

Ainsi pour  A=(ai,j), B=(bi,j) :    
 

   C = A ⊕ B = (ci,j)   ⇔  ci,j = ai,j ⊕ bi,j  
 

et    C = A ⊗ B = (ci,j)   ⇔  ci,j = ∑ ai,k ⊗ bk,j 
 

L’élément neutre pour l’opération ⊕ matricielle est  la matrice (0) (zéro par tout) et  

 

l’élément neutre pour opération ⊗ matricielle l’élément neutre est  

 E = (ei,j ) | ei,j = 0 si i ≠ j  et  ei,i = 1  au diagonal.  

E est donc la matrice d’identité de Mn(K). 

 
On notera   A0 = E. 
 

2. Calcul de chemin 

2.1 Poids d’un chemin  

Par définition le poids d’un chemin dans le graphe est la multiplication des poids 
de ses arcs. 
 
Le problème du plus court chemin consiste à calculer, pour tout sommet de départ 
i et tout sommet d’arrivée j, la somme (si elle existe) des poids des chemins reliant 
i à j.  Ceci correspondent à l’idée intuitive que l’on a d’un plus court chemin dans 
l’algèbre(min,+) : c’est le minimum pris sur les chemins de la somme des 
valuations des arcs empruntés. 
   
Par exemple, si l’on considère le graphe de l ‘exemple 3.  Soit x le poids du 

chemin (1, 2, 4, 3) ;  
 

x = a ⊗ d ⊗ e = a + d + e.  Soit y  le poids du chemin (1, 2, 3) ;  

y = a ⊗ c = a+c 

x ⊕ y = min (x, y) = min ((a + d + e), (a + c)) 

 
On remarque que la longueur du plus court chemin entre 1 et 3 correspond à la  
somme des poids des chemins possibles entre 1 et 3. 
 
Comme on a supposé la somme sélective (la valeur d’une somme est égale à un 
de ses termes), on cherche aussi un chemin dont le poids est minimum.  

2.2 Puissances de la matrice d’adjacence 

Montrons à présent que la résolution de problème de calcul de chemin est 
équivalente à un calcul de puissance de la matrice d’adjacence. 
 
Théorème (interprétation du produit matriciel) : Chaque terme (i, j) de la kième 
puissance de la matrice A associée au graphe G est la somme des poids des 
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chemins reliant i à j en k arcs exactement. 
 
Exemple 4 (d’Illustration) : On ici considère les données de l’exemple 3 
Le calcul de la première ligne de  A1 , A2 , A3  donne : 

 
 A11  =  (h, a, b, 0) 

 A12  = (h + af,  bg, Ac, Ad) 

 A13  = (h + af + bgf, acg, ade, Bgd) 

 
Exercice 1 :  calculer A14 

 
 

A14= 

   

 

 

       

 
 
 

Lemme :  La somme   A(k) = E ⊕ A1 ⊕ A2  …  ⊕ Ak    contient la somme des 

poids de tous les chemins dont la longueur en nombre d’arcs est ≤ k.  (par 

exemple dans le cas de problème de plus court chemin A(k)  contient les valeurs 
des plus court chemin de  k arcs au maximum).  

 
 
 
 
 

Exercice 2 : Calculer  A1(3) = E ⊕ A11 ⊕A12 ⊕A13   ⊕ A14  
 

E1 1 0 0 0 

E1  ⊕ A11 h a b 0 

E1  ⊕ A11 ⊕ A12 h + af a + bg b + ac ad 

E1  ⊕ A11 ⊕ A12 ⊕ A13 h + af + bgf acg + a  

+ bg 

ac + b  

+ ade 

ad + bgd 

E1 ⊕ A11 ⊕A12 ⊕ A13   

⊕ A14 

 

 

 

 

   

 

 
 
Exemple 5 :  
0n considère un problème de plus court chemin dont  le graphe de celui de 
l’exemple 3 avec les distances suivantes :  
h=10, a=7, b=1,  f=1, c=8, d=1,  g=1, e=3.  



 6 

 

 
 
Dans ce cas  les élément neutres sont e = ∞,  ε = 0  et  la matrice A est :  

 
10 7 1 ∞ 
1 ∞ 8 1 

∞ 1 ∞ ∞ 

∞ ∞ 3 ∞ 

Le calcul de A1(4)  donne :  
 

E1                              = (0 ∞ ∞ ∞) 

E1  ⊕ A11              = (10 7 1 ∞) 

E1  ⊕ A11 ⊕ A12               =  (8 2 1 8) 

E1  ⊕ A11 ⊕ A12 ⊕ A13        =  (3 2 1 3) 

E ⊕ A11 ⊕ A12 ⊕A13   ⊕ A14 = (3 2 1 3) 

 

On note    A* = ∑ A(k) | k =1..∞ 
 

     (les sommations ci-dessus s’entendent sens de ⊕) 

 
Dans l’absence d’un circuit absorbant (ou négatif) on peut démontrer que  
 

    A* = ∑ Ai | i=0..n ;  où n est le nombre de sommets.  
 

 
Un grand nombre de problème de cheminement se ramène au calcul de A* (cf. 

annexe) 
  

 

2.3 Équation de point fixe. 

 

On peut facilement démontrer que      A* = A ⊗ A* ⊕ E     
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En effet,  A ⊗ A* ⊕ E = A ⊗ (A10 ⊕ A11 ⊕...   ⊕ A1n) ⊕ E      

                 = A11 ⊕ A12 ⊕..   A1n ⊕ A1n+1 ⊕ E 

                 = A11 ⊕ A12 ⊕..   A1n ⊕ E 
                 = A* 

 
La recherche de A* revient donc à la résolution d’un système d’équations 

    

       X  = A ⊗ X ⊕ E     (ou de   Y = Y ⊗ A ⊕ ET ).  
 

Ainsi la plus part des algorithmes de résolution du problème de cheminement peut 
s’interpréter comme des variantes de méthodes connues en algèbre linéaire 
classique. 
 

 

3. Algorithmes de résolution 
 

Les structures algébriques étudiées plus haut vont permettre  de définir des 
variantes de la plus part des algorithmes classique de résolution de systèmes 
linéaires (Algorithme de Jacobi, de Gauss-Seidel, de Gauss, etc… ). 
 
Ces structure auront également un rôle unificateur considérable puis’un même 
algorithme permettra alors de résoudre plusieurs dizaines de problèmes de 
cheminement de nature différents. 
 

3.1 Algorithmes directs 

Les conditions d’existence de A* ne font pas partie de ce cours. On suppose dans 

la suite que  A* existe et que  A*  =  A(n). C’est à dire le graphe ne contient pas de 

circuits absorbants (négatif) 

3.1.1 Approche naïve (calcul directe) 

 Une manière évidente de calculer A* est de procéder par somme et produits 

matriciels successifs. Comme chaque produit matriciel nécessite O(n3) opérations 

⊕ et ⊗, cette méthode a une complexité en O(n4).  

 
On peut améliorer cette méthode de deux façons : d’une part en utilisant un 
algorithme d’exponentiation rapide, et d’autre part en utilisant un algorithme de 
produit matriciel rapide. De même, si l’on ne cherche qu’une ligne i de A* (plus 

court chemin à origine unique), on peut la construire itérativement en O(n3) par la 

récurrence (Voir l’exemple 4). 
 
Cet approche est connu également sous le nom d’algorithme Dantzig  
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3.1.2. Méthode de Gauss-Jordan 

Connu également sous le nom  Algorithme Warshall-Roi ou encore Algorithme  
Floyd-Warshall. 
 

procedure Floyd_Warshall (A : matrice ) 

W = A 

for k := 1 to n 

    for I := 1 to n 

        for j := 1 to n 

            Wij = Wij ⊕  Wik ⊗ Wkj ;   

 
La complexité en temps de cet algorithme est O(n3). 
 
 
Exemple 6 (d’illustration) : 0n considère le graphe de l’exemple 5 
 

W(0)  =  A 
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3.1.3. Algorithme de Dijkstra  

On cherche ici à calculer la ligne A*r  de A* d’indice r quelconque (r ϵ [1..n])  
 

a) Initialisation : 

    Poser   π(r)← e ; 

           et   π(i) ← ε   pour i ϵ [1..n]\{r} ; 
    T ← {1,2,… , n} ; 
 

b) étape courante : 
 

     b1) Déterminer l’indice i ϵ T  par : 

 
                                  π(i) = ∑jϵT π(j)  
 

            puis faire T ← T\{i} ; 

            Si T = Ф, fin de l’algorithme   /*  le vecteur (π(1), π(2),… ,π(n)) est  

                                                            /*    la rème ligne de A* 

            Si T ≠ Ф  aller en (b2) ; 

 
      b2) Pour tout j ϵ T  faire   

                            π(j) = π(j) ⊕ π(i) ⊗ aij ; 
            et retourner en (b) 
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Exercice 3 : Soit le graphe 

 
 la matrice A correspondant est : 
 

0  15  ∞  ∞  4 

∞  0   ∞  ∞  ∞ 

∞  3   0  2  ∞ 

10 3   ∞  0  ∞ 

∞  ∞   7  5  0 
 

Appliquer l’algorithme de Dijkstra pour calculer A*1  , vérifier que la solution est :   
A*1 = (0, 12, 11, 9, 4);  

 
Remarque : Dans l’algèbre (min,+), les algorithmes classiques vus précédemment 
calculent les poids des plus courts chemins, mais aussi, lors des sommes, l’indice 
minimal permettant effectivement de construire un plus court chemin : 
Par exemple dans l’algorithme de Dijkstra, il suffi  d’utiliser un tableau 

correspondant au prédécesseur  de chaque sommet  dans le meilleur parcourt, ce 
tableau est initialisé à NIL ( p(j)=NIL, pour 1 j n) puis mettre ce tableau 

à jour dans la partie (b2).  On obtient ainsi une nouvelle version de Dijkstra : 
Une nouvelle version de l’Algorithme de Dijkstra permettant de construire le 
meilleur chemin :  

a) Initialisation : 

    Poser   π(r)← e ; 

           et   π(i) ← ε   pour i ϵ [1..n]\{r} ; 
    T ← {1,2,… , n} ; 

     Pour j ϵ [1..n]  

          p(j) ← nil ; 

b) étape courante : 
 

     b1) Déterminer l’indice i ϵ T  par : 
 

                                  π(i) = ∑jϵT π(j)  
 

            puis faire T ← T\{i} ; 

            Si T = Ф, fin de l’algorithme      

            Si T ≠ Ф  aller en (b2) ; 

      b2) Pour tout j ϵ T  faire   
                            x =  π(j) ; 

             π(j)= π(j) ⊕ π(i) ⊗ aij ; 
                      Si  π(j)≠ x  alors p(j) ← i ;          

                                 et retourner en (b) ; 
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Exercice 4 

Dans l’exemple de l’exercice n° 3 précédent vérifier que l’application de la 

nouvelle version de Dijkstra donne :   p = (NIL, 4, 5, 5, 1). 
 

Par exemple le chemin minimal de 1 à 4 par exemple est de coût 9. C'est le 

chemin 1-5-4, car  p(4)=5  et  p(5)=1.  

 

Exercice 5 

Démontrer que pour un graphe à n sommets, l’algorithme de Dijkstra s’exécute en 
O(n2) opérations.  

 

3.2 Algorithmes itératifs  

 
On suppose dans la suite qu’il existe un K  tel que  A* = A(K) =  A(K+1) = ▪ ▪ ▪  

3.2.1/ Algorithme de Jacobi généralisé 

 On cherche ici à calculer la première ligne de la matrice A* (correspondant à la 

meilleur distance entre le sommet 1 et les autres sommets). 
 

 
 

 
L’algorithme précédent est ce n’est pas autre chose que l’Algorithme Bellman 
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3.2.2/  Algorithme de Gauss-Seidel généralisé 
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4. Quelques applications  

4.1 Plus court (plus long) chemin  

Dans l’algèbre (min,+), les algorithmes classiques, vus précédemment, calculent 
les poids des plus courts (plus long) chemins, mais aussi, lors des sommes, 
l’indice minimal permettant effectivement de construire un plus court chemin. (cf. 
la nouvelle version de l’algorithme de Dijkstra) 

4.2 Accessibilité 

Tous ces algorithmes peuvent être mis en œuvre directement dans l’algèbre de 

Boole (B={0,1},∨,∧). A∗ est alors appellée fermeture transitive du graphe 

G(A), dont les termes (A∗)i,j  valent 1 s’il existe un chemin entre i et j et 0  

sinon. 

4.3 Fiabilité d’un réseau 

On associe à chaque arc un booléenne et une probabilité d’existence de l’arc, on 
veut déterminer la probabilité que deux sommets soient reliés par un chemin. 

4.4 Cheminement avec temps de parcours variables 

On a vu que les endomorphismes d’un semi-anneau forment un semi-anneau.  
 

On choisira ici  S= (R+, min, +, ∞, 0).   L'ensemble H sera l'ensemble des 

endomorphismes h de S vérifiant h (+∞) = + ∞.  

Comme ici ⊕ = Min, l’adition d'endomorphisme s'écrit : 

h (t ⊕ t'}) = h(min{t, t'}) = min{h(t), h(t')} = h(t) ⊕  h(t') 
 

À chaque arc (i,j) du graphe on associe  φij ϵ H  ayant la signification 

suivante:  
tj = φij(ti) est l'instant d'arrivée au sommet j lorsqu'on part de i à l'instant tj 

en empruntant l'arc (i,j).  
 

Si l'on part du sommet  i0  choisi comme origine à l'instant  t0  on veut déterminer, 

pour chaque somme j ≠ i0 un chemin optimum permettant d'arriver en j le plus 

tôt possible. Il s'agit donc de déterminer toutes les valeurs φ*ij(t0) qui 

correspondent à la ligne i0 de la matrice (φij)*( t0). 
 

l’exemple d’un réseau routier soumis à des variations de trafic. À chaque route 
reliant i à j, on associe une fonction f(i,j) croissante qui à une heure de 

départ associe une heure d’arrivée. Cette fonction permet de prendre en compte 
d’éventuelles heures creuses ou de pointe.  
 

Au graphe G, on associe donc une matrice F=(fi,j)à valeurs dans un semi-

anneau sélectif dans lequel la fonction identité (temps de parcours nul) est 

minimale pour ⊕. 
 

Les algorithmes vue plus haut (paragraphe 3) permettent donc le calcul du temps 
de cheminement entre deux sommets quelconques, pour une heure de départ t0 
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fixée, et éventuellement de l’itinéraire associé. Cet itinéraire dépend de t0 : il est 

possible qu’à certaines heures un itinéraire soit meilleur qu’un autre.  On trouve 
dans [4]  quelques exemples d’illustration. 

4.5 Plus court chemin avec contraintes sur les arcs. 

 Chercher un plus court chemin compatible avec des contraintes qui sont définies 
 sur les arcs.  
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 L’application de  l’un des algorithmes du paragraphe 3 dans l’algèbre des 

endomorphisme précédente permet donc de résoudre ce problème. 
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Annexe 

Exemples d’algèbre de chemins 
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Master 2 Matis Année 2010-2011 
MIS 7 -  Sujet d’étude n°1 

 

Ce travail est à rendre pour lundi 3 janvier 2011 par mail à :  nakech@free.fr 

Il fera l’objet d’un examen individuel oral aux horaires indiqués plus tard. 

 
L’objectif de cet exercice est de trouver les chemins de capacité maximum.   
Le graphe ci-dessous  est un graphe non orienté (aij = aji) dont les arcs sont libellés  par des 

capacités. L’élément aij symbolise le débit d’un tuyau reliant j à i.   

 
On définie la capacité d’un chemin comme la plus petite capacité de tous ces arcs, car le débit 
d’une canalisation étant limité par le minimum des débits des tuyaux qui la composent, par 
exemple la capacité du chemin (1,4,5) est égale à 2, et la capacité maximum entre le sommet 1 
et le sommet 5 est égale à 6 correspondant à la capacité du chemin (1,2,4,5). 

L’algèbre max-min, avec le maximum comme addition, et le minimum comme multiplication, 
(R+, max, min, ∞, 0) permet résoudre ce problème de cheminement (Calculer An dans 

l’algèbre max-min revient à trouver les canalisations de débit maximal parmi celles de longueur 
n).   
 

1. Démontrer que, (R+, max, min, ∞, 0) est un  Semi-anneau idempotent. Donner la 

matrice d’adjacence A (Vérifier que ce matrice est symétrique). 

 
2. Réaliser (ou récupérer ou adapter) un petit programme permettant d’appliquer l’algorithme 

de Warshall pour calculer A*  correspondant à la capacité maximal entre toute paire de 

sommets. 
 

3. Dessiner le graphe de A* 

 
4. Appliquer l’algorithme de Dijkstra pour trouver les chemins de capacité maximale entre le 

sommet 1 et tous les autres sommets. 
 

5. Appliquer l’algorithme de Jacobi pour calculer la capacité maximal entre le sommet 1 et tous 
les autres sommets (la première ligne de A*). 

 
6. Trouver une nouvelle version de l’algorithme de Jacobi permettant de trouver les chemins 

de capacité maximal entre le sommet 1 et tous les autres sommets. 
Indication : Dans le paragraphe 3.1.3 voir l’amélioration dans la  nouvelle version 
l’algorithme de Dijkstra. 
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Chapitre 3 : Algorithmes itératifs Asynchrones 
 
 
 

3.1/ Méthodes itératives/directes pour le calcul numérique 

3.1.1/  Méthodes directes : 

Calculent la solution exacte (en négligeant les erreurs d’arrondis voir 
annexe A) 
 

Gourmandes en mémoire (dimension n => stockage n3) 
 

En général, pour les problèmes non-linaire les méthodes directes 
n’existe pas. 

 

3.1.2/  Méthodes itératives : 

Approximation de la solution par les itérations : yk+1 = f(yk)  
 

Plus facilement parallélisable 
 

Moins gourmandes en mémoire 
 

Sont indispensable pour résoudre problèmes non-linaire 
 
 

3.1.3/  Exemple : La résolution d’un système linaire par une méthode itérative 
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3.1.4/ Les schémas d’exécution d’un algorithme itératif : 

 

Schéma algorithmique Jacobi 

 
 

Schéma algorithmique Gauss-Seidel 

pour  t = 0,1,2 …  

    pour  i ϵ {1,2, …, n} 

         xi
t+1 = fi(x1

t+1, x2
t+1, …  xi

t+1, xi+1
t …  ,xn

t+1) 
    fpour  

fpour 

 
Schéma algorithmique chaotique  

 
 
 
Schéma algorithmique chaotique à retard 
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3.2/ Algorithmes itératifs synchrones 
 

Les processeurs commencent la même itération au même moment 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3.3/ Algorithmes itératifs asynchrones 
 

3.3.1/ Principe 
Les processeurs ne calculent pas forcément la même itération à un instant t  plus de période 

d’inactivité 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Proc 1

Proc 2

temps
 

Proc 1

Proc 2

temps
 



 24 

3.3.2/ Schéma algorithmique général 

 

 

3.3.3/ Exemples  

Exemple 1 :  Méthode de newton [7] 
 

Considérons la méthode de Newton  pour résoudre F(x)=0 où F est une 

fonction non-linéaire, F,x  Rn. 
 

Algorithme  
La recherche d’un zéro pour la fonction F(x) peut se faire en utilisant l’itération de 

Newton :      Xn+1 = Xn - F(Xn)/F'(Xn)...... (1)    
   

Cette méthode produit une séquence d'approximations, en commençant d'une 
valeur initiale X0. On s’arrête quand   |Xn+1 – Xn| < epsilon. 

   
Supposons : 
   

- Que pour un x donné, le calcul de F(x) nécessite  t1 unités du temps ;  

- Que pour un y donné, le calcul de F'(y) nécessite t2 unités  du temps ;  

- Et que pour a,b,c, le calcul de  d=a-b/c  nécessite  t3  unités du  temps; si  

  |d-a| > epsilon alors d est envoyé à P1 et P2 sinon on a la convergence et 
d  

   correspond au résultat (le point fixe de l’équation (1).   

 
Pour réaliser le calcul précédent on peut envisager 2 modes d’exécution : 
 

Mode Séquentiel 
Le meme processeur calcule Successivement : F(Xn), F'(Xn), puis  Xn+1 en 

utilisant  (1).  D’où le temps exécution d’une  itération est = t1+t2+t3. Si k 
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itérations sont nécessaires pour la convergence alors le temps total sera = 
k(t1+t2+t3). 

 

Supposons maintenant que nous avons 3 processeurs 
 

Mode parallèle synchrone. 
P1 et P2 calculent F(Xn) et  F'(Xn) simultanément  et quand les deux terminent 

le calcul des valeurs  F(Xn) et  F'(Xn) P3 les utilise pour calculer Xn+1 

D’où le temps d’exécution d’une  itération est = max( t1,t2)+t3  le temps 

total dans ce cas sera k[max(t1,t2)+t3]  ou k est le nombre d’itérations . 

 

Mode parallèle asynchrone. 
P1 et P2 commencent à calculer dès qu'une nouvelle valeur d’entrée est rendue 
disponible par P3 et ils sont prêts à le recevoir,    
P3 calcule une nouvelle valeur en utilisant (1) dès que P1 ou P2 fournissent une 

nouvelle entrée.    
 
Le temps par itération est au plus min(t1, t2) t3  (mais peut être aussi bas 

que t3) par contre nous ne pouvons pas prédire combien d'itérations seront 
nécessaires.  Supposons  t1=2, t2=3 et t3=1.  
 

Le tableau suivant illustre ce mode d’exécution : 
 

  2 unités  3 unités  1 unités 

temps   P1  P2  P3 

2  F(X0)  C0  - 

3  -  F'(X0)  -   

4  -  -  X1 = X0 - F(X0)/F'(X0) 

5  C1  C1  - 

6  F(X1)  C1  - 

7  -  F'(X1)  X2 = X1 - F(X1)/F'(X0) 

8  C2  C2  X3 = X2 - F(X1)/F'(X1) 

9  F(X2)  C2  - 

10  C3  F'(X2)  X4 = X3 - F(X2)/F'(X1) 

11  F(X3)  C3 or C4 X5 = X4 - F(X2)/F'(X2) 

12  C4 or C5   X6 = X5 - F(X3)/F'(X2) 

13    .     .    . 

etc. 

- indique le processeur est au repos 

Ci indique que le processeur utilise Xi dans son calcul 
 

NOTE : Au temps 11 P2 a le choix d'utiliser X3 ou X4 pour calculer F'(X). 
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Exemple 2 :  Le problème :  
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Algorithme  itératif asynchrone : 
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3.3.3/ Avantages 

⚫ Itérations totalement désynchronisées 

      pas de synchronisations pénalisantes 
 

        pas d’ordonnancement  

⚫ Convergence sous conditions, satisfaites dans les applications 
scientifiques. 
 

⚫ Tolérance de pertes de messages. 
 

⚫ Tolérance aux pannes ou délais des communications   

 Adapté au global computing (Metacomputing ou encore grid 
computing) 
 
Rappelons que le Metacomputing (calcul sur le grid) est un calcul 

faisant usage de collections distribuées  de plates-formes hétérogènes 

(la hétérogénité est aussi bien au niveau des processeurs que au niveau 

des réseaux de connection). 
 

 

 
3.3.4/ Restes à résoudre  
 

⚫ La convergence  
 

⚫ Équilibrage de charge  
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3.4/ Model mathématique 
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3.5/ La convergence 
 

 
 

   Applications du théorème de Miellou (1975, 1981) :  Problèmes numérique de point 
fixe. 
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3.6/ Applications du théorème de Bertsekas (1989)  [2] : 
   

    Problèmes non numérique de point fixe. 

 

    Tous les problèmes qui se formulent par une équation de point fixe sur un  

    espace algébrique fini. 

 

 

⚫   Algèbre de chemin 
 
     Routage dynamique et routage résistant aux pannes dans les  
        réseaux [3] 
 
 

⚫   D’autres problèmes combinatoires 
 
    Programmation dynamique sur un espace discret [2] 
 
    Problème d’Allocation de fréquence dans les réseaux sans fil [5] 
 
    Problème de routage lié au écoulement de paquet dans le réseau 
[6] 

 

 

 

3.7/ Application au routage dans les réseaux 

 

Dans cette partie, nous montrons comment certains algorithmes répartis auto-

stabilisants comme le protocole RIP (Routing Information Protocol) peuvent être 

étudiés via itération asynchrone basée sur une équation de point fixe matricielle. 
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3.7.1/ Rappel : Le problème de routage dans le  réseau d’internet 

 

En général, le routage est le mécanisme par lequel des chemins sont sélectionnés 

dans un réseau pour acheminer les données d'un expéditeur jusqu'à un ou 

plusieurs destinataires. 

 

Un routeur est un élément intermédiaire dans un réseau informatique assurant 

le routage des paquets. Son rôle est de faire transiter des paquets d'une 

interface réseau vers une autre.  Un routeur doit être connecté à au moins deux 

réseaux informatiques pour être utile, sinon il n'aura rien à router.  

L'appareil crée et/ou maintient une table, appelée table de routage, laquelle 

mémorise les meilleures routes vers les autres réseaux, via les métriques 

associées à ces routes. 

 

 

Protocole de routage : C’est le mécanisme par lequel les paquets d'un routeur 

sont acheminées jusqu'à leur destinataire 

 

Le protocole RIP (Routing Information Protocol). 

Ce protocole est Issu des travaux de Bellman-Ford, il a été développé par l'université de 

Californie, simple, solide et a été l'un des premiers protocoles de routage à être développé.  

 

Principe et Routage vecteur-distance (RIP) 
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RIP utilise une métrique à nombre de sauts, aussi qualifiée de métrique de distance. Le 

nombre de sauts indique le nombre de routeurs traversés pour atteindre la destination. 
 

Si le chemin que doit prendre un paquet possède un nombre de saut égal à 5 dans la table de 

routage, cela signifie que le paquet empruntant ce chemin passera par 5 routeurs avant 

d'atteindre sa destination finale. Si il existe plusieurs chemins, il sera préféré celui avec le 

moins de sauts. 
 

Le nombre de saut est la seule métrique utilisée par RIP, et l'inconvénient est que le nombre 

de saut est limité à 15. Un réseau situé à une distance de plus de 15 sauts ne pourra être 

atteignable.  

 

Le routeur va utiliser la diffusion sur le réseau pour propager ses tables de routage (en 

broadcast pour RIP version 1). Cette mise à jour se fait toutes les 30 sec et envoie ces tables 

à tous les routeurs voisins (directement connecté), ce qui augmente le trafic sur le réseau. 
 

Il n'y a pas d'accusé de réception des messages, si on ne reçoit aucun message durant 180 

sec, la route silencieuse est marqué comme inaccessible. S'il n'y a toujours aucune mise à 

jour après 240 secondes, le protocole RIP enlève toutes les entrées dans sa table de routage 

correspondant au routeur qui ne répond pas. 

 

Lorsqu'un routeur est arrêté par la procédure normale d'extinction, il envoie, à ses voisins, 

sa table avec tous les liens à 16, cette procédure permet une convergence (stabilisation des 

tables) plus rapide vers la nouvelle situation. 

Table de routage  

Chaque entrée de la table de routage fournit l'adresse IP d'un réseau, le prochain routeur 

sur le chemin, le nombre de sauts pour l'atteindre. La valeur 16 indique que la destination 

est inaccessible, la valeur 0 indique que le réseau est directement connecté au routeur. 

 

RIP ne conserve que l'entrée correspondant à la meilleure route. Lorsqu'une information 
fournit une route plus intéressante, elle écrase l'ancienne. Destination Prochain routeur 
Nombre de sauts :  

Destination Prochain routeur Nombre de sauts 

IP Réseau 1 IP Routeur A 2 

IP Réseau 2 IP Routeur B 4 

IP Réseau 3 IP Routeur B 3 

…   

 
Illustration du protocole RIP : 
Exemple d’une table de routage locale (table de d et de e) 
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Un nœud envoie périodiquement sa table de routage locale à ses voisins : 

 
 

 
Le nœud e reçoit des tables de routage de ses voisins : 
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Quand le nœud e reçoit une information concernant un nœud de la destination, il vérifie :   

• s’il n’a pas d’information pour ce nœud ; ajoutez   

• s’il a une information pire ; mise à jour 

 
Voici la nouvelle table de routage de e : 

 
 

3.7.2/ Calcul de chemin :  
 

Soient  G = (X,U) un graphe dont les arcs sont libellés par des éléments dans 

semi anneau idempotent  K,  et  A  la matrice d'incidence associée à G . 

 
On a vue dans le chapitre 1 que  Z = Ak   contient le poids des arcs de longueur 

k. C'est-à-dire zi,j  correspond au poids d’un chemin de longueur k reliant i à j.     
 

De même la somme  A(k) = E ⊕ A1 ⊕ A2  …  ⊕ Ak  contient la somme 

des les poids de tous les chemins dont la longueur en nombre d’arcs est ≤ k.  

(par exemple dans le cas de problème de plus court chemin somme = min donc 
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A(k)  contient les valeurs des plus court chemin de  k  arcs au maximum).  

 

Soit     A*   = A(k) | k → ∞   , on a vue que dans l’absence d’un circuit 

absorbant (ou négatif) on peut démontrer que A*   = A(n)  où n est le nombre de 

sommets.  
 
Un grand nombre de problème de cheminement se ramène donc au calcul de A*    
  
On a démontrer  aussi que      A*  = A  *  A*  + E     

 

La recherche de A*  revient donc à la résolution l’équation : 
 

X  = A * X + E      (ou de   Y = Y ⊗ A ⊕ ET ) 
Ce qui nous permet de voir ça comme la recherche d’un point fixe et permet 

d’appliquer des algorithmes itératifs de type Jacobi ou Gauss-Seidel, ou encore 

d’appliquer des algorithmes plus originaux de type itération asynchrone.  
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3.7.3/ Modélisation matricielle du problème de routage [3]. 
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En insérant le délai de retard D[i], on obtient : 
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Annexe A 

 

Arrondissement de précision 

 

Exemple illustrant comment l’utilisation d’une méthode directe pour la résolution d’un 

système d’équation linaire avec l’arrondissement de précision peut générer des résultats 

fausses : 

 

 

 

 

 


